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Аннотация.
The paper is devoted to the study of homeomoephisms with finite
distortion on the plane with use of the modulus techniques.
В статье изучаются гомеоморфизмы с конечным искажением на
плоскости с использованием модульной техники.
1 Введение
Непрерывное отображение γ открытого подмножества ∆ действи-
тельной оси R или окружности в D называется штриховой лини-
ей, см., например, раздел 6.3 в [207]. Напомним, что любое открытое
множество ∆ в R состоит из счетного набора попарно непересекаю-
щихся интервалов. Это дает мотивировку для термина "штриховая
линия".
Пусть задано семейство Γ штриховых линий γ в комплексной
плоскости C. Борелевскую функцию ̺ : C → [0,∞] называют до-
пустимой для Γ, пишут ̺ ∈ admΓ, если∫
γ
̺ ds > 1 ∀ γ ∈ Γ. (1.1)
Пусть p ≥ 1. Тогда p–модулем семейства Γ называется величина
Mp(Γ) = inf
̺∈admΓ
∫
C
̺p(z) dm(z) (1.2)
где dm(z) соответствует мере Лебега в C. Говорят, что свойство P
имеет место для p– п.в. (почти всех) γ ∈ Γ, если подсемейство всех
линий в Γ, для которых P не верно имеет нулевой p–модуль, ср. [42].
Также говорят, что измеримая по Лебегу функция ̺ : C → [0,∞]
1
является обобщенно допустимой для Γ, пишут ̺ ∈ extp admΓ,
если (1.1) имеет место для p–п.в. γ ∈ Γ, см., например, раздел 9.2 в
[207].
2 О емкостях
Следуя работе [204], пару E = (A,C), где A ⊂ C – открытое множе-
ство и C – непустое компактное множество, содержащееся в A, назы-
ваем конденсатором. Конденсатор E называется кольцевым конден-
сатором, если B = A\C – кольцо, т.е., если B – область, дополнение
которой C \ B состоит в точности из двух компонент. Конденсатор
E называется ограниченным конденсатором, если множество A яв-
ляется ограниченным. Говорят также, что конденсатор E = (A,C)
лежит в области D, если A ⊂ D. Очевидно, что если f : D → C –
непрерывное, открытое отображение и E = (A,C) – конденсатор в
D, то (fA, fC) также конденсатор в fD. Далее fE = (fA, fC).
Пусть E = (A,C) – конденсатор. Обозначим C0(A) через мно-
жество непрерывных функций u : A→ R1 с компактным носителем.
W0(E) = W0(A,C) – семейство неотрицательных функций u : A→ R1
таких, что 1) u ∈ C0(A), 2) u(x) > 1 для x ∈ C и 3) u принадлежит
классу ACL и пусть
|∇u| =
(
2∑
i=1
(∂iu)
2
)1/2
. (2.1)
При p > 1 величину
capp E = capp (A,C) = inf
u∈W0(E)
∫
A
|∇u|p dm(z) (2.2)
называют p-ёмкостью конденсатора E . В дальнейшем мы будем ис-
пользовать равенство
capp E = Mp(∆(∂A, ∂C;A \ C)), (2.3)
где для множеств S1, S2 и S3 в C, ∆(S1,S2;S3) обозначает семейство
всех непрерывных кривых, соединяющих S1 и S2 в S3, см. [194], [201]
и [216]. Емкости в контексте теории отображений хорошо отражены
в монографии [198].
Известно, что при p > 1
capp E >
(infmn−1 σ)
p
[m(A \ C)]p−1
, (2.4)
2
где l(σ) – длина кривой, где σ-гладкая (бесконечно дифференциру-
емая) кривая, которая является границей σ = ∂U ограниченного
открытого множества U , содержащего C и содержащегося вместе со
своим замыканием U в A, а точная нижняя грань берется по всем
таким σ, см. предложение 5 из [205].
Известно, что при 1 ≤ p < 2
capp E > 2π
p
2
(
2− p
p− 1
)p−1
[m(C)]
2−p
2 (2.5)
см., напр., п. 1.4. в [208].
При 1 < p ≤ 2 имеет место оценка
(
capp E
)
≥ γ
d(C)p
m(A)p−1
, (2.6)
где d(C) - диаметр компакта C,m(A) - мера Лебега множества A, γ -
положительная константа, зависящая только от p , см. предложение
в [205].
3 О нижних Q-гомеоморфизмах относительно
p-модуля
Следующее понятие мотивировано кольцевым определением квази-
конформности по Герингу, см., например, [193]. Для заданных обла-
стей D и D′ в C, z0 ∈ D, и измеримой функции Q : D → (0,∞), гово-
рят, что гомеоморфизм f : D → D′ является нижним Q-гомеомор-
физмом относительно p-модуля в точке z0, если
Mp(fΣ(z0, r1, r2)) > inf
̺∈extp admΣ(z0,r1,r2)
∫
R(z0,r1,r2)
̺p(z)
Q(z)
dm(z) (3.1)
для каждого кольца
R(z0, r1, r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2}, 0 < r1 < r2 < d0,
где d0 = dist(z0, ∂D) и Σ(z0, r1, r2) обозначает семейство, всех окруж-
ностей C(z0, r) = {z ∈ C : | z − z0| = r}, r ∈ (r1, r2).
Прежде чем доказывать основную лемму о нижних Q−гомео-
морфизмах относительно p−модуля, приведем вспомогательную лем-
му из работы [207].
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Лемма 3.1. Пусть (X,µ) — измеримое пространство с конечной
мерой µ, q ∈ (1,∞), и пусть ϕ : X → (0,∞) — измеримая функция.
Положим
I(ϕ, q) = inf
α
∫
X
ϕαq dµ , (3.2)
где инфимум берется по всем измеримым функциям α : X → [0,∞]
таким, что ∫
X
αdµ = 1 . (3.3)
Тогда
I(ϕ, q) =
∫
X
ϕ−λ dµ
−
1
λ
, (3.4)
где
λ =
q′
q
,
1
q
+
1
q′
= 1 , (3.5)
т.е. λ = 1/(q − 1) ∈ (0,∞). Кроме того, инфимум в (3.2) достига-
ется только для функции
α0 = γ · ϕ
−λ , (3.6)
где
γ =
∫
X
ϕ−λ dµ
−1 . (3.7)
Ниже приведен критерий того, что гомеоморфизм в C является
нижним Q-гомеоморфизмом относительно p-модуля.
Лемма 3.2. Пусть D – область в C, z0 ∈ D, и пусть Q : D →
(0,∞) – измеримая функция. Гомеоморфизм f : D → C является
нижним Q−гомеоморфизмом в точке z0 относительно p-модуля
при p > 1 тогда и только тогда, когда
Mp(fΣ(z0, r1, r2) ≥
r2∫
r1
dr( ∫
C(z0,r)
Q
1
p−1 (z) |dz|
)p−1 , (3.8)
для всех 0 < r1 < r2 < d0, где d0 = dist(z0, ∂D) и Σ(z0, r1, r2) –
семейство всех окружностей C(z0, r) = {z ∈ C : | z − z0| = r},
r ∈ (r1, r2). Инфимум в (3.1) достигается только для функции
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̺0(z) =
Q(z)( ∫
C(z0,|z−z0|)
Q
1
p−1 (z) |dz|
)p−1 . (3.9)
Доказательство. Для любой функции ρ(z) ∈ extpadmΣ(z0, r1, r2)
следующая величина
A̺(r) :=
∫
C(z0,r)
̺(z) dA 6= 0 п.в.
и является измеримой по параметру r, например, по теореме Фубини.
Таким образом, мы можем требовать равенство A̺(r) ≡ 1 п.в. вместо
условия допустимости (1.1), и
inf
̺∈extp admΣ(z0,r1,r2)
∫
R(z0,r1,r2)
̺p(z)
Q(z)
dm(z) =
r2∫
r1
 inf
α∈I(r)
∫
C(z0,r)
αp(z)
Q(z)
|dz|
 dr ,
где I(r) – множество всех измеримых функций α на окружности
C(z0, r) таких, что ∫
C(z0,r)
α(z) |dz| = 1 .
Итак, Лемма 3.2 следует из Леммы 7.1 при X = C(z0, r), µ –
1−мерная длина на C(z0, r), ϕ = 1Q |C(z0,r). Теорема доказана.
Таким образом, неравенство (3.8) является точным для нижних
Q−гомеоморфизмов относительно p – модуля.
Неравенство (3.8) можно переписать в несколько ином виде, ко-
торый иногда будет более удобен для дальнейшего исследования.
Теорема. Пусть Q : D → (0,∞) — измеримая функция и f :
D → D′ — нижний Q− гомеоморфизм в точке z0 ∈ D относи-
тельно p-модуля при p > 1, тогда для любых 0 < r1 < r2 < d0 =
dist (z0, ∂D)
M p
p−1
(f (∆(C1, C2,D))) ≤
 r2∫
r1
dr
‖Q‖ 1
p−1
(r)
−
1
p−1
где ‖Q‖ 1
p−1
(r) =
( ∫
C(z0,r)
Q
1
p−1 (z) |dz|
)p−1
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Доказательство. Действительно, пусть 0 < r1 < r2 < d(z0, ∂D) и
Ci = C(z0, ri), i = 1, 2. Согласно неравенствам Хессе и Цимера, см.,
напр., [75] и [189], см. также приложения A3 и A6 в [207],
M p
p−1
(f (∆(C1, C2,D))) ≤
1
M
1
p−1
p (f (Σ(z0, r1, r2)))
, (3.10)
поскольку f (Σ(z0, r1, r2)) ⊂ Σ (f(C1), f(C2), f(D)) , где Σ(z0, r1, r2)
обозначает совокупность всех окружностей с центром в точке z0, рас-
положенных между окружностями C1 и C2, а Σ (f(C1), f(C2), f(D))
состоит из всех кривых в f(D), отделяющих f(C1) и f(C2). Из соот-
ношения (3.10) по предложению ?? получаем, что
M p
p−1
(f (∆(C1, C2,D))) ≤

r2∫
r1
dr( ∫
C(z0,r)
Q
1
p−1 (z) |dz|
)p−1

− 1
p−1
.
(3.11)
Лемма. Пусть Q : D → (0,∞) – измеримая функция, Q ∈
L
1
p−1
loc (D) и f : D → D
′ — нижний Q− гомеоморфизм в точке z0 ∈ D
относительно p-модуля при p > 1. Полагаем
η0(t) = 1/I · ‖Q‖ 1
p−1
(z0, t),
где ‖Q‖n−1(z0, r), r ∈ (r1, r2) и I = I(z0, r1, r2) определены в (8) и
(10), соответственно. Тогда
I
− 1
p−1 =
∫
R(z0,r1,r2)
Q
1
p−1 (z) · η
p
p−1
0 (|z − z0|) dm(z) ≤
≤
∫
R(z0,r1,r2)
Q
1
p−1 (z) · η
p
p−1 (|z − z0|) dm(z) (3.12)
для любой измеримой функции η : (r1, r2)→ [0,∞], такой, что
r2∫
r1
η(r)dr = 1. (3.13)
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Доказательство. Если I = ∞, то левая часть соотношения (11)
равна нулю и неравенство в этом случае очевидно. Если I = 0, то
‖Q‖ 1
p−1
(z0, r) = ∞ для п.в. r ∈ (ε, ε0) и обе части неравенства (11)
равны бесконечности по теореме Фубини и замечанию 1. Пусть те-
перь 0 < I < ∞. Тогда ‖Q‖ 1
p−1
(z0, r) 6= 0 и η0(r) 6= ∞ п.в. в (ε, ε0).
Полагая
α(r) = η(r) · ‖Q‖ 1
p−1
(z0, r)
и
ω(r) = [‖Q‖ 1
p−1
(z0, r)]
−1,
по стандартным соглашениям будем иметь, что η(r) = α(r)ω(r) п.в.
в (ε, ε0) и что
C :=
∫
A
Q
1
p−1 (x) · η
p
p−1 (|z − z0|) dm(z) =
ε0∫
ε
α
p
p−1 (r)ω(r) dr.
Применяя неравенство Иенсена с весом, см. теорему 2.6.2 в [14],
к выпуклой функции ϕ(t) = t
p
p−1 , заданной в интервале Ω = (ε, ε0),
с вероятностной мерой
ν(E) =
1
I
∫
E
ω(r) dr,
получаем что(
−
∫
α
p
p−1 (r)ω(r)dr
) p−1
p
≥ −
∫
α(r)ω(r) dr =
1
I
,
где мы также использовали тот факт, что η(r) = α(r)ω(r) удовлетво-
ряет соотношению (3.15). Таким образом,
C ≥
1
In−1
,
что и доказывает (12).
Теорема. Пусть Q : D → (0,∞) — измеримая функция и f :
D → D′ — нижний Q− гомеоморфизм в точке z0 ∈ D относи-
тельно p-модуля при p > 1, тогда для любых 0 < r1 < r2 < d0 =
dist (z0, ∂D)
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M p
p−1
(f (∆(C1, C2,D))) ≤
∫
R(z0,r1,r2)
Q
1
p−1 (z) · η
p
p−1 (|z − z0|) dm(z)
(3.14)
для любой измеримой функции η : (r1, r2)→ [0,∞], такой, что
r2∫
r1
η(r)dr = 1. (3.15)
4 Конечная липшицевость нижних Q-гомеоморфизмов
относительно p-модуля.
В дальнейшем рассматриваются открытые множества Ω в C и непре-
рывные отображения f : Ω → C. Для f : Ω → C и x ∈ Ω ⊆ C,
положим
L(z, f) = lim sup
ζ→z
|f(ζ)− f(z)|
|ζ − z|
. (4.1)
Будем говорить, что отображение f : Ω → C является конечно лип-
шицевым, если
L(z, f) <∞ (4.2)
для всех z ∈ Ω, Очевидно, что каждое липшицево отображение яв-
ляется конечно липшицевым.
Ниже приведена теорема о достаточном условии локальной лип-
шицевости в точке для нижних Q-гомеоморфизмов относительно p-
модуля при p > 2.
Лемма 2. Пусть D и D′ – области в C, Q : D → [0, ∞]
– локально интегрируемая функция и f : D → D′ – нижний Q-
гомеоморфизм относительно p-модуля в точке z0 ∈ D с условием
Q0 = lim sup
ε→0
(
−
∫
B(z0,ε)
Q
1
p−1 (z) dm(z)
)p−1
<∞.
Тогда при p > 2 имеем
L(z0, f) = lim sup
z→z0
|f(z)− f(z0)|
|z − z0|
≤ λpQ
1
p−2
0 ,
где λp - положительная постоянная, зависящая только p.
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Доказательство. Рассмотрим сферическое кольцо R = R(z0, ε1, ε2)
с 0 < ε1 < ε2 такое, что R(z0, ε1, ε2) ⊂ D. Тогда
(
fB (z0, ε2) , fB (z0, ε1)
)
– кольцевой конденсатор в D′ и, согласно (??), имеем равенство
cap p
p−1
(fB(z0, ε2), fB(z0, ε1)) = M p
p−1
(△(∂fB(z0, ε2), ∂fB(z0, ε1); fR)
а ввиду гомеоморфности f, равенство
△ (∂fB (z0, ε2) , ∂fB (z0, ε1) ; fR) = f (△ (∂B(z0, ε2), ∂B(z0, ε1);R)) .
Рассмотрим функцию
η(t) =
{ 1
ε2−ε1
, t ∈ (ε1, ε2)
0, t ∈ R \ (ε1, ε2).
В силу определения кольцевого Q-гомеоморфизма относительно p-
модуля, замечаем, что
cap p
p−1
(fB(z0, ε2), fB(z0, ε1)) ≤ (ε2−ε1)
− p
p−1
∫
R(z0,ε1,ε2)
Q
1
p−1 (z) dm(z) .
(4.3)
Далее, выбирая ε1 = 2ε и ε2 = 4ε, получим
cap p
p−1
(fB(z0, 4ε), fB(z0, 2ε)) ≤ (2ε)
− p
p−1
∫
B(z0,4ε)
Q
1
p−1 (z) dm(z)
(4.4)
С другой стороны, в силу неравенства (2.5) вытекает оценка
cap p
p−1
(fB(z0, 4ε), fB(z0, 2ε)) ≥ Cp [m(fB(z0, 2ε))]
p−2
2(p−1) (4.5)
где Cp – положительная константа, зависящая только от p.
Комбинируя (4.4) и (4.5), получаем, что
m(fB(z0, 2ε))
m(B(z0, 2ε))
6 cp
[
−
∫
B(z0,4ε)
Q
1
p−1 (z) dm(z)
] 2(p−1)
p−2
, (4.6)
где cp - положительная постоянная зависящая только от p.
Далее, выбирая в (4.3) ε1 = ε и ε2 = 2ε, получим
cap p
p−1
(fB(z0, 2ε), fB(z0, ε)) ≤ ε
− p
p−1
∫
B(z0,2ε)
Q
1
p−1 (z) dm(z) . (4.7)
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С другой стороны, в силу неравенства (2.6), получаем
cap p
p−1
(fB(z0, 2ε), fB(z0, ε)) ≥ C˜p
d
p
p−1 (fB(z0, ε))
m
1
p−1 (fB(z0, 2ε))
(4.8)
где C˜p – положительная константа, зависящая только p.
Комбинируя (4.7) и (4.8), получаем, что
d(fB(z0, ε))
ε
≤ γp
(
m(fB(z0, 2ε))
m(B(z0, 2ε))
) 1
p(p−1)
(
−
∫
B(z0,2ε)
Q
1
p−1 (z) dm(z)
) p−1
p
,
где γp– положительная константа, зависящая только от p.
Эта оценка вместе с (4.6) дает неравенство
d(fB(z0, ε))
ε
≤ λp
(
−
∫
B(z0,4ε)
Q
1
p−1 (z) dm(z)
) 2(p−1)
p(p−2)
[
−
∫
B(z0,2ε)
Q
1
p−1 (z) dm(z)
] p−1
p
.
Переходя к верхнему пределу при ε → 0 немедленно вытекает за-
ключение леммы
L(z0, f) = lim sup
z→z0
|f(z)− f(z0)|
|z − z0|
≤ lim sup
ε→0
d(fB(z0, ε))
ε
≤ λpQ
1
p−2
0 ,
где λp - положительная постоянная, зависящая только от p.
Теорема 3. Пусть D и D′ – области в C, Q : D → [0, ∞]
– локально интегрируемая функция и f : D → D′ – нижний Q-
гомеоморфизм относительно p-модуля D с условием
lim sup
ε→0
(
−
∫
B(z0,ε)
Q
1
p−1 (z) dm(z)
)p−1
<∞ ∀x0 ∈ D.
Тогда при p > 2 гомеоморфизм f является конечно липшицевым.
Замечание. В соответствии с леммой 10.6 в [207] конечно лип-
шицевые отображения обладают N -свойством относительно хаусдор-
фовых мер и, таким образом, являются абсолютно непрерывными на
кривых.
5 Искажение площади круга.
В этом разделе получена оценка площади образа круга при нижних
Q-гомеоморфизмах относительно p-модуля. Впервые оценка площа-
ди образа круга при квазиконформных отображениях встречается в
монографии Лаврентьева М.А., см. [206].
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Теорема 3.1 Пусть f – нижний Q-гомеоморфизм B в B отно-
сительно p-модуля. Тогда при p > 2 имеет место оценка
m(fBr) 6 π ·
1 + (2π)p−1(p− 2) 1∫
r
dt
‖Q‖ 1
p−1
(t)

2
2−p
, (5.1)
а при p = 2
m(fBr) 6 π exp
−4π
1∫
r
dt
‖Q‖1(t)
 . (5.2)
Доказательство. Рассмотрим сферическое кольцо Rt = {x ∈ Bn :
t < |x| < t+△t}. Пусть (At+△t, Ct) – конденсатор, где Ct = Bt, At+△t =
Bt+△t. Тогда (fAt+△t, fCt) – кольцевой конденсатор в C и согласно
(2.3) имеем
cap p
p−1
(fAt+△t, fCt) = M p
p−1
(△(∂fAt+△t, ∂fCt; fRt)). (5.3)
В силу неравенства (2.4) получим
cap p
p−1
(fAt+△t, fCt) >
(infm1 σ)
p
p−1
m (fAt+∆t \ fCt)
1
p−1
, (5.4)
где m1 σ – 1-мерная мера Лебега C∞-многообразия σ, являющегося
границей σ = ∂U ограниченного открытого множества U , содержа-
щего fCt и содержащегося вместе со своим замыканием U в fAt+△t,
а точная нижняя грань берется по всем таким σ.
С другой стороны, в силу леммы 2.1, имеем
cap p
p−1
(fAt+△t, fCt) 6
 t+△t∫
t
dr
‖Q‖ 1
p−1
(r)
−
1
p−1
. (5.5)
Комбинируя неравенства (5.4) и (5.5), получим
(infm1 σ)
p
p−1
m (fAt+∆t \ fCt)
1
p−1
6
 t+△t∫
t
dr
‖Q‖ 1
p−1
(r)
−
1
p−1
.
Далее, воспользовавшись изопериметрическим неравенством
infm1 σ > 2 · π
1
2 (m(fCt))
1
2 ,
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получим
2 · π
1
2 (m(fCt))
1
2 ≤
m (fAt+∆t \ fCt)t+△t∫
t
dr
‖Q‖ 1
p−1
(r)

1
p
. (5.6)
Полагая Φ(t) := m (fBt), из соотношения (5.6) имеем, что
2 · π
1
2Φ
1
2 (t) ≤

Φ(t+∆t)−Φ(t)
∆t
1
∆t
t+△t∫
t
dr
‖Q‖ 1
p−1
(r)

1
p
. (5.7)
Заметим, что в силу теоремы 2.3 и гомеоморфности отображения
f ,
‖Q‖−11
p−1
(r) ∈ L1loc(0, 1)
Устремляя в неравенстве (5.7) ∆t к нулю, и учитывая монотонное
возрастание функции Φ(t) по t ∈ (0, 1) и равенство ωn−1 = nΩn, для
п.в. t имеем существование производной Φ′(t) и
2pπ
p
2 ‖Q‖−11
p−1
(t) 6
Φ′(t)
Φ
p
2 (t)
. (5.8)
Рассмотрим неравенство (5.8) при p > 2. Интегрируя обе части
неравенства по t ∈ [r, 1] и учитывая, что
1∫
r
Φ′(t)
Φ
p
2 (t)
dt 6
2
2− p
(
Φ
2−p
2 (1) − Φ
2−p
2 (r)
)
,
см., напр., теорему IV. 7.4 в [212], получим
2pπ
p
2
1∫
r
dt
‖Q‖ 1
p−1
(t)
6
2
2− p
(
Φ
2−p
2 (1)− Φ
2−p
2 (r)
)
. (5.9)
Из неравенства (5.9) получаем, что
Φ(r) 6
Φ 2−p2 (1)− 2p−1(2− p)π p2 1∫
r
dt
‖Q‖ 1
p−1
(t)

2
2−p
.
Наконец, учитывая, что m(fB) ≤ π, приходим к (5.1).
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Осталось рассмотреть случай p = 2. В этом случае неравенство
(5.8) примет вид:
4π
‖Q‖1(t)
6
Φ′(t)
Φ(t)
. (5.10)
Интегрируя обе части неравенства (5.10) по t ∈ [r, 1], учитывая,
что
1∫
r
Φ′(t)
Φ(t)
dt 6 ln
Φ(1)
Φ(r)
,
см., напр., теорему IV. 7.4 в [212], получим
4π
1∫
r
dt
‖Q‖1(t)
6 ln
Φ(1)
Φ(r)
.
И, следовательно, имеем
exp
4π
1∫
r
dt
‖Q‖1(t)
 6 Φ(1)Φ(r) ,
а потому
Φ(r) 6 Φ(1) · exp
−4π
1∫
r
dt
‖Q‖1(t)
 ,
что и приводит нас к неравенству (5.2) поскульку Φ(1) ≤ π.
6 Поведение в точке.
Теорема, приведенная в предыдущей секции, позволяет нам также
описать асимптотическое поведение кольцевых Q-гомеоморфизмов
относительно p-модуля в нуле.
Предложение 4.1. Пусть f – гомеоморфизм C в C, f(0) = 0.
Если
m(fBr) 6 πR
2(r), (6.1)
то
lim inf
z→0
|f(z)|
R(|z|)
6 1. (6.2)
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Доказательство. Положим lf (r) = min
|z|=r
|f(z)|. Тогда, учитывая, что
f(0) = 0, получаем π l2f (r) 6 m(fBr) и, следовательно,
lf (r) 6
(
m(fBr)
π
) 1
2
. (6.3)
Таким образом, учитывая неравенство (6.1), имеем
lim inf
z→0
|f(z)|
R(|z|)
= lim inf
r→0
lf (r)
R(r)
6 lim inf
r→0
(
m(fBr)
π
) 1
2
·
1
R(r)
6 1.
Предложение доказано.
Комбинируя теорему 3.1 и предложение 4.1 с функцией
R(r) =
1 + (2π)p−1(p− 2) 1∫
r
dt
‖Q‖ 1
p−1
(t)
−
1
p−2
при p > 2 и
R(r) = exp
−2π
1∫
r
dt
‖Q‖1(t)

при p = 2, получаем следующий результат.
Теорема 4.2. Пусть f – кольцевой Q-гомеоморфизм относитель-
но p-модуля B в B, и f(0) = 0. Тогда при p > 2 имеет место оценка
lim inf
z→0
|f(z)| ·
1 + (2π)p−1(p− 2) 1∫
|z|
dt
‖Q‖ 1
p−1
(t)

1
p−2
6 1, (6.4)
а при p = 2
lim inf
z→0
|f(z)| · exp
2π
1∫
|z|
dt
‖Q‖1(t)
 6 1 . (6.5)
Следствие 4.3. Пусть f – нижний Q-гомеоморфизм относитель-
но p-модуля B в B и f(0) = 0. Тогда при p > 2 имеет место оценка
lim inf
z→0
|f(z)| ·
 1∫
|z|
dt
‖Q‖ 1
p−1
(t)

1
p−2
6 (2π)1−p(p− 2)
1
2−p . (6.6)
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7 О взаимосвязи с классами Соболева
Теорема 7.1. Пусть D и D′ – области в C и f : D → D′ – го-
меоморфизм класса Соболева W 1,1loc с конечным искажением. Тогда
f является нижним Q-гомеоморфизмом относительно p-модуля в
каждой точке z0 ∈ D с Q(z) = Kp(f, z) .
Доказательство. Пусть B – множество (борелевское!) всех точек z
из D, в которых f имеет полный дифференциал с Jf (z) 6= 0. Извест-
но, что B можно представить в виде объединения счетного набора
борелевских множеств Bl, l = 1, 2, . . ., таких, что fl = f |Bl являют-
ся билипшицевыми гомеоморфизмами, см., например, лемму 3.2.2 в
[37]. Без потери общности можно считать, что Bl попарно не пересе-
каются. Пусть B∗ – множество всех точек z ∈ D, где f имеет полный
дифференциал с fz = 0 = fz¯.
Заметим, что по известной теореме Геринга–Лехто–Меньшова мно-
жество B0 = D \ (B ∪B∗) имеет нулевую меру Лебега в C, см. [48]
и [127]. Следовательно, по теореме 2.11 в [94], см. также лемму 9.1 в
[207], l(γ∩B0) = 0 для п.в. штриховых линий γ в D. Покажем также,
что l(f(γ)∩ f(B0)) = 0 для п.в. окружностей γ с центром в точке z0.
Последнее вытекает из абсолютной непрерывности f на замкну-
тых поддугах γ ∩ D для п.в. окружностей γ. Действительно, класс
W 1,1loc является инвариантным относительно локально квазиизомет-
рических преобразований независимой переменной, см., например,
теорему 1.1.7 в [125], и функции из W 1,1loc абсолютно непрерывны на
линиях, см., например, теорему 1.1.3 в [125]. Применяя, к примеру,
преобразование координат log(z − z0), мы приходим к абсолютной
непрерывности на п.в. окружностях γ с центром в точке z0.
Таким образом, l(γ∗ ∩ f(B0)) = 0, где γ∗ = f(γ), для п.в. окруж-
ностей γ с центром в точке z0. Пусть теперь ̺∗ ∈ adm f(Γ), ̺∗ ≡ 0
вне f(D), где Γ – совокупность всех штриховых линий, образован-
ных пересечениями всех окружностей γ с центром в точке z0. Пусть
̺ ≡ 0 вне D и
̺(z) : = ̺∗(f(z)) (|fz|+ |fz¯|) для п.в. z ∈ D.
Рассуждая кусочно на Bl, мы имеем по теореме 3.2.5 из [37] (при
m = 1), что ∫
γ
̺ ds >
∫
γ∗
̺∗ ds∗ > 1 для п.в. γ ∈ Γ,
поскольку l(f(γ) ∩ f(B0)) = 0, а также l(f(γ) ∩ f(B∗)) = 0 для
p-п.в. γ ∈ Γ ввиду абсолютной непрерывности f на p-п.в. γ ∈ Γ.
Следовательно, ̺ ∈ extp admΓ.
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С другой стороны, еще раз рассуждая кусочно на Bl, мы имеем
неравенство ∫
D
̺p(x)
KO,p(z, f)
dm(z) 6
∫
f(D)
̺p∗(w) dm(w),
поскольку ̺(z) = 0 на B∗. Следовательно, мы получаем, что
Mp(fΓ) > inf
̺∈extp admΓ
∫
D
̺p(z)
Kp(z, f)
dm(z) ,
т.е., f действительно является нижним Q−гомеоморфизмом сQ(z) =
Kp(z, f) относительно p-модуля.
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